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1. EinfUhrung

1.1 Aufgabenstellung

Ein wichtiges Problemfeld der Ingenieurmathematik ist die Losung
linearer Gleichungssysteme.

Dabei geht es darum, die m unbekannten GroRen Xy, X,, ....., X, aus einem
System von m linearen Gleichungen zu bestimmen.

Die GrofRen a;, und b; sind dabei bekannt.

A% AKX, Tt o + a X =h Beispiel:

a,% + 8%, + e + 8y = b OX + 2%, + 71X = =9
@ 2% + 6%, — 2% = O

a_X + a,%X + ... +a x =bh X = 2%, = Xy = +7
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1.2 Matrixschreibweise

In Matrixschreibweise hat (1) die Form:

A-X=b 2)

mit der Koeffizientenmatrix

Ay &y -
A . aZl a22 a2m
anl an2 a‘nm

dem Losungsvektor

18.04.2012 Meisel

Beispiel:
+9X, + 2X, + TX,
—2X%, + 6X, — 2X,
—OX, — 2X, — 9%,
[+5 +2 +7] (X,
—2 +6 -2 |X,
-9 -2 5] (X

Hochschule fiir Angewandte Wissenschaften Hambury
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UBUNG: Berechnung eines Polynoms aus MeRwerten

I Aufgabenstellung: Von einem physikalischen Prozess sei bekannt, dal er

parabelférmig verlauft (z.B. Wurfparabel).

Yy =p, X+ pX+ P,

» X
An drei Punkten werden die Koordinaten (x,y) bestimmt:

(X1,y1) = (0,0)
(X2,Y,) = (2,6)
(X3,¥3) = (5,3)

Stellen Sie das lin. Gleichungssystem auf, dessen Losung
die unbekannten Parameter p,, p; p, liefert.

18.04.2012 Meisel
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2. Losungsverfahren
2.1 Ubersicht tber einige Losungsverfahren

1. Cramersche Regel (Determinantenverfahren)
- flr bis zu max. 3 Unbekannte gutes manuelles Verfahren
- fir mehr als 3 Unbekannte ist es sehr uneffektiv

2. Gaul3-Elimination (Dreieckszerlegung einer Matrix)

- gutes manuelles Verfahren, auch fur mehr als 3 Unbekannte

- leicht implementierbar

- auch bei begrenzter Stellenzahl (Computer ') noch brauchbar
durch "Pivotisierung"

3. Householder-Transformation

- Verfahren zur Minimierung des Rundungsfehlereinflusses
- auch zur L6sung uberbestimmter Gleichungssysteme verwendbar
- siehe ,Einfiihrung in die Numerische Mathematik 1%, J. Stoer, Springer Verlag

4. Singulare-Werte-Zerlegung (SVD: Singular Value Decomposition)

- Verfahren fur numerisch kritische Falle, speziell fir Gberbestimmte,
schlecht konditionierte Gleichungssysteme
- siehe "Numerical Recipes in C", Cambridge University Press

18.04.2012 Meisel
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2.2 Gaul3-Elimination

Prinzip:
Durch geeignete Vertauschungen und Linearkombinationen von Gleichungen

(Aquivalenzumformungen) wird das Gleichungssystem schrittweise in Diagonal-
form (Dreiecksgestalt) gebracht:

L, ...rn,
27 9| (X% 131
RX =C, R= : : Beispiel : 031||x|=|23
.. 002|\x, 22

_O rnn_

Folgende Aquivalenzumformungen sind erlaubt:

- Vertauschen zweier Gleichungen
- Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl ungleich O

- Add./Subt. einer Gleichg. mit dem Vielfachen einer anderen Gleichg.

Das so "gestaffelte” Gleichungssystem lasst sich dann leicht durch schrittweise

Auflésung, beginnend bei der letzten Gleichung, auflosen (Ruckwartseinsetzen).

siehe "Einfiihrung in die numerische Mathematik I", Josef Stoer, Springer Verlag

18.04.2012 Meisel
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Beispiel

Demonstration der Wirkungsweise an einem Beispiel:
2% +2X, +2X; =1
3X, +2X, +4%X,=0.5 (-3/2eGl1 = —-3x,—3%x,—-3%;,=-1.5)
IX, +3X, + 9%, =2.5 (-1/2e¢Gl1 = —-1x, —1x, —1x, =—0.5)

Subtraktion des 3/2-fachen der 1. Gleichung von der 2. Gleichung und
Subtraktion des 1/2-fachen der 1. Gleichung von der 3. Gleichung ergibt:

2%, +2X, +2X; =+1
0 -1x,+1x;=-1
0 +2X,+8X;, =42 (+20Gl.2 = 0 -2X,+2X,=-2)
Addition des 2-fachen der 2. Gleichung von der 3. Gleichung ergibt:
2% +2X, + 2%, =+1
-1x,+1x,=-1
10x, =+0

Daraus folgt durch "Rickwartseinsetzen™: X,=0, X,=1, X;=-0.5

18.04.2012 Meisel
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Gaul3-Elimination in klrzerer Matrixschreibweise

1.
(222 | 1]
324 (05| -3/2eGl1 (-3 -3 -3|-15)
139 [25| -1/2eGl1 (-1 -1-1]-0.5)
2.
(222 |1
0-11 |-1
028 |2 +2eGl.2 (0 -2 2| -2)
3.
'2<2—g 1]
0 —J\ll ~1
0 0 10 |0

18.04.2012 Meisel 8
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UBUNG: Losen eines lin. Gleichungssystems durch GauRelimination

Ldsen Sie folgendes lin. Gleichungssystem:

AX=b

3 2 0 0](x) (-3
0 3 2 0||x]| |-2
00 3 2|[x]| |-1
0 1 0 3|(x, 3

18.04.2012 Meisel
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2.3 Gaul-Elimination bei begrenzter Stellenzahl

I Beispiel: Wie lautet die Losung des folgenden Gleichungssystems bei vierstelliger
(d.h. vier signifikante Ziffern) Rechnung?

oo 123

Wie lautet die Losung des Gleichungssystems bei Vertauschung der
Zeilen (ebenfalls bei vierstelliger Rechnung)?

Rl

Welches Ergebnis ist das bessere?

18.04.2012 Meisel 10
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Kritisch fur die Rechengenauigkeit:

- Matrixelemente besitzen unterschiedliche Grél3enordnungen
- Gefahr der Ausldschung,

- schleifende Schnitte (Zeilen sind nahezu Vielfache von anderen Zeilen),
Fehler in den Eingangsdaten wirken sich dann besonders gravierend aus

Verbesserung der Rechengenauigkeit durch "Spaltenpivotisierung":

Wird mit begrenzter Stellenzahl gerechnet (Computer !), so ist die Rechengenauig-
keit grof3er, wenn bei jedem Eliminationsschritt die Zeilen so getauscht werden,
dal? der Betrag des Pivotelements (=Diagonalelement) méglichst grol3 ist.

18.04.2012 Meisel 11
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Gaufelimination mit Spaltenpivotisierung

316
2 1 3
111
3 1 6
O%—l
O%—l

3 1 6
2/ _
0 24 -1
0 % 1
18.04.2012

—2/3eGl.1
—-1/3eGl.1

2
7
%

2
%

1%_

—1/2eGl.2

>

Meisel

Hochschule fiir Angewandte Wissenschaften Hambury

o O w

1 6
% -1
0 -%

12



RV Robot Vision Lin. Algebra/Ausgleichsrechnung Hochschule fiir Angewandte Wissenschaften Hambury
3. Ausgleichsrechnung
3.1 Aufgabenstellung und Voriberlegungen

Gegeben sei ein Funktion y=f(xy,X,, ...,X,).
Der Funktionsverlauf werde durch die Parameter (&, &, &, ..., &,) festgelegt.

Die m Parameter der Funktion sind unbekannt und sollen bestimmt werden.
Es stehen mindestens m Messwerte y; (sog. Beobachtungen L;) zur Verfugung.

y |y(x)=ax+b Beispiel:
* : dy Es ist bekannt, dass das phys. Modell

mit a=— eine Gerade beschreibt:

______40'3’ y(X) = ax + b

y3 ———— oo unbek. Parameter &,& > aundb

b4 Es sind n Messungen bekannt.

Beobachtungen L; > vi(x)

18.04.2012 Meisel 13
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Alle Beobachtungen (Messungen) sind fehlerbehatftet.
Die Beobachtungen L; mussen daher um die (unbek.) Werte ¢ "verbessert" werden.

Fortsetzung des Beispiels

Y6 Angenommen die Parameter
a und b der Gerade waren
l‘?_? bekannt, dann miissten die
Y, Messwerte um & verbessert
Y, 'I‘T werden, damit sie auf der
83l, Geraden liegen.

(91 . .-
l A y,+& =ax, +b
Y, +&, =ax, +b

» X

Dieser Sachverhalt wird beschrieben durch die sog. Fehlergleichungen:

L+e="F(5E EnE ) mit i=123...,n (1)

18.04.2012 Meisel 14
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Welche Parameter (&, &, &, ..., &) sind also die bestmogliche Losung ?

Fortsetzung des Beispiels Welche der beiden Geraden ist die bessere Lésung ?

y y=a;x+b, y
A A
ey
""""""" y=a,x+hb,
““““ T /]\ b —l”-”_,.—"' @ T
» X » X
Es geht also darum die unbekannten Parameter (&, &, &, ..., &,) SO zu bestimmen,

dass die Verbesserungen & der Beobachtungen L; minimal werden.

18.04.2012 Meisel 15
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Realisierung dieser ldee:

Um in einem Gleichungssystem
L +¢& =1.(&,5,,5,.....8) mit 1=123,....,n
die unbekannten Parameter &, ...., &, bestimmen zu kbnnen, muss gelten: N=mMm

Bei Uberbestimmten Gleichungssystemen gibt es i.Allg. keine Losung, die alle
Gleichungen erflit.

Einf. Beispiel: 2x =10
2x =12

Es ist offensichtlich, dass kein x beide Gleichungen gleichzeitig erftillen kann.

Wenn das Problem also schon nicht exakt gelést werden kann, dann soll die
Lésung doch wenigstens "mdglichst gut" sein.

Eine gangige Definition fir "maoglichst gut” ist folgender Ausdruck (C. F. Gauss):
n
- Z[fi(§11§2’§31----,§m) — |_i:|2 —  Minimum (2)
i=1

18.04.2012 Meisel 16
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Beispiel 1. Wirfelbeispiel (1 Unbekannte)

Gegeben ist ein Wiirfel. Die Seitenlange a ist
unbekannt und soll bestimmt werden.

Das Volumen V des Wiirfels wurde 3 mal mit Hilfe '
eines Messbechers gemessen:

V, =125cm3
V,  =130cm3
V,  =110cm3
> a unbekannter Parameter &
V=a® Funktion f; (&) mit unbekanntem Parameter &£
V, Beobachtungen L,

Die Fehlergleichungen lauten in diesem Fall:

V,+ g =ad

[11]

[TTTT

[T

Anm.: Die € werden nur deswegen

Vo+ g =ad benétigt, damit die Gleichungen

Vi + g, = ad sich nicht widersprechen.

18.04.2012 Meisel
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Lésungsansatz (im Sinne der Ausgleichsrechnung):

1. Fehlerquadratformel aufstellen:

(e1)? + (g5)? + (g3)°
= (@-Vy)?+(@-Vy)?+(a-Vy? -> amuss so bestimmt werden, dass
dieser Ausdruck minimal wird

2. Man erhalt das Minimum durch Ableiten (nach der Unbekannten a) und Nullsetzen:

S V) V) @ V)]

= 6a°-@*-V) +6a°-@°-V,) + 6a*-(@a°-V,) = 0

> 4 3\/v1+v2+v3
3

18.04.2012 Meisel 18
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Beispiel 2: Geradenbeispiel (2 Unbekannte)

Bekannt ist, dal3 das phys. Modell eines Prozeses durch eine Gerade y=ax+b
beschrieben wird. Gemessen wurden folgende Werte:

X, =2 2> vy, =4
X, =5 2> y,=11
X;=8 2> Yy;=15
> a,b unbekannte Parameter & .....
y=ax+b Funktion f, (& .....) mit unbekannten Parametern ¢ .....
Y, Beobachtungen L,

Die Fehlergleichungen lauten
in diesem Fall:
y, + ¢ =ax; +b
y, + & =ax, +Db
y3 + &3 =axg+b

18.04.2012 Meisel 19
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Losungsansatz (im Sinne der Ausgleichsrechnung):

1. Fehlerquadratformel aufstellen:

(g1)? + (g,)? + (g3)?

= (axy+tb-y)?+(@x,+b -y,)>+(@ax;+b -y;)> -> soll minimal werden

2. Ableitungen nach a und b berechnen:

0
5(512+522+532)=x1-2-(ax1+b—y1)+x2-2-(ax2+b—y2)+x3-2-(ax3+b—y3)

0
%(gf+g§+g§):2.(ax1+b—y1)+2-(ax2+b—y2)+2-(ax3+b—y3)
3. Ableitungen zu Null setzen:
Z‘ (axf +bX1 o ylxi) +Z' (axg +bX2 o y2X2)+Z' (aX32 +bX3 o y3X3) =0

,Z-(ax1+b—y1)+,2'-(ax2+b—y2)+2-(ax3+b—y3)=0

18.04.2012 Meisel 20
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4. Durch Umstellen der Gleichungen erhalt man:
(xl2 +X5 +x§)-a + (x1 +X, +x3)-b = X, Y1 HXo Y5 + X3V

(xl + X, +x3)-a + (1+1+1)-b =y + Yy, + Vs

- 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten (leicht auflosbar)

18.04.2012 Meisel 21
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3.2 Allg. Losung des Ausgleichsproblems im linearen Fall

I 3.2.1 Beschreibung und Aufstellen der Fehlergleichungen

Ein lineares Ausgleichsproblems liegt vor, wenn die Fehlergleichungen sich auf die
folgende Form bringen lassen:

81 G e A m £ L &
1

Ay Ayy e a L g e
aoe MLl = | 0 n=ml  (3) |A-é=L+¢&

..... ‘
_anl App e anm_ I—n €n
\ J

Y

bekannt zU berechnen bekannt ZU minimieren

Beispiel: Gesucht sind die Parameter a und b der Geradengleichung
Gegeben sind 3 Messpunkte (2, 4), (5, 11), (8, 15).

4 +¢g =2a+b 2 1 N 4 z
Einsetzen der Messpunkte in
die Geradengleichung fithrt auf  +1+ &2 = Sa+b bzw. |5 1 (bj =111+ &
das Gleichungssystem: 15+, =8a+b 8 1 15 s

18.04.2012 Meisel 22
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3.2.2 Lésung

Die Anwendung des Gauss'schen Ansatzes (Gl. 2) auf (GI. 3) fuhrt zu der
folgenden allgemeinen Lésung (0.Bew. +1)

ATAE=A"-L| @

Gl. (4) liefert die bestmogliche Losung im Sinne von (2). = Fehlerminimierung

Beispiel: Fortsetzung "Geradenbeispiel”

B 93 15| 4 183
ATA{Z > 8}- 5 1|= ATE=[2 2 8] 11| =
111 15 3 111 30
L& - 15|

9315| (a 183 ufl5sen S a=1.833
o = u
aus (4) > 15 3 |'lb 30 b =0.833

*1 s. Einflhrung in die Numerische Mathematik |, Josef Stoer, Springer Verlag):

18.04.2012 Meisel 23
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UBUNG: Berechnung einer Ausgleichsgerade
Es ist zu zeigen, dass der allg. L6sungsansatz
AA-g=A"-L

fur die Ausgleichsgerade das gleiche Ergebnis liefert wie der Lésungsweg in
Beispiel 2.

18.04.2012 Meisel 24
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UBUNG: Berechnung eines Polynoms aus MeRwerten

Aufgabenstellung: Von einem physikalischen Prozess sei bekannt, dal er
parabelformig verlauft (z.B. Wurfparabel).

y

A

y = P,X* + pX+ P,

» X

An vier Punkten werden die Koordinaten (x,y) bestimmit:

(X1,y1) = (0,0)
(X2,Y,) = (2,6)
(X3,Y3) = (5,3)
(X4,¥4) = (6,0)

Bestimmen Sie p,, p; p,und geben Sie die Restfehler an.
18.04.2012
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3.3 Losung des Ausgleichsproblems im nichtlinearen Fall

3.3.1 Beschreibung

Es sind n Beobachtungen (X;, L;) (i=1,2,..n) und ein math. Modell f gegeben.

Dessen konkreter Verlauf wird festgelegt durch die m zu bestimmenden
und nichtlinear miteinander verknupften Parameter 5= (&, &) &gy ey &)

L,

F(x,$)

Funktion mit der Variablen x
und den Parametern 5

f (%, &)

f(x,8)
F (%, ¢)

23.04.2012 Meisel 26
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Allgemein l&sst sich das . - = T
Problem so beschreiben: I—i +5i — 1:(Xi J 5) mit 1 —1,2,3,----, n

Daraus ergeben sich n nichtlineare Funktionen bezuglich der Parameter (&, &,

1 &m)-

Eine Umformung zu einem linearen Gleichungssystem ist hier nicht moglich !

Beispiel: Es ist bekannt, dass ein physikalischer Prozess eine Kreisbahn

beschreibt. Die Parameter X, y,, und r sind jedoch unbekannt:

r’=(x—x_ )Y +(y-y.)’ mit I . Radius der Kreisbahn
XY, - Kreismittelpunkt

Es liegen die gemessenen Koordinaten mehrerer Bahnpunkte vor:
(X1,¥1) = (10, 0),  (X2¥2) = (5, 4), (X3:¥3) =(0,0), (X4,Y4) = (5, -4)

23.04.2012 Meisel 27
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UBUNG: Welche Funktionsparameter (a,b,c...) lassen sich linear
bestimmen ?

a) y = a-x*+b-sin(z-x’)+c
m Y= a-x"+2-sin(cx)+1

ax® +bx+c
dx® +ex+1

axXx+b ¢
cX+d

d)

22.04.2012 Meisel 28
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3.2.2 L6sungsansatz: Linearisierung der nichtlinearen Funktion

Gegeben: - nichtlineare Funktion
- ein bekannter Funktionswert £({) bei { (Punkt auf dem Funktionsverlauf).

Gesucht: - eine lineare Ersatzfunktion (Gerade), die sich in der Nahe des bekannten
Punktes ndherungsweise wie die nichtlineare Funktion f verhalt.

—> Linearisierung um einen Punkt der Funktion

f (&) Worin li :
\ orin liegt der Gewinn?

1. Moglichkeit, eine (kompliziertere) nichtlineare
Funktion naherungsweise durch eine (viel ein-
fachere) lineare Funktion (Gerade) ersetzen
zu kdnnen (zumindest in der Nahe eines be-
kannten Funktionswertes).

f(S)
2. Mdglichkeit zur vereinfachten (naherungs-

weisen) Berechnung eines Funktionswertes
in der Nahe eines bekannten Funktionswertes.

Jge)
v
g

20.04.2012 Meisel 29
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Herleitung: Linearisierung einer Funktion f(§) um einen Punkt [ &, f(§) |

|

(&)
~f (&)

f ()

gesuchter
Punkt

A Naherungswert des
gesuchten Punktes

bekannter

—_—— = — -

- (E-4)

¢ |,

19.04.2012
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& Naherungsgerade
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UBUNG: Linearisierung einer Parabel um einen vorgegebenen Punkt

Gegeben ist die Parabel T (X) = X® —2x+1

Linearisieren Sie die Funktion um den Punkt x =2, f(x) = 1.
Wie lautet die Linearisierungsgerade?

Wie grol3 ist der Fehler der Linearisierung bei ¥ = 2.17?

19.04.2012 Meisel 31
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3.2.3 Linearisierung von Funktionen mit mehreren Variablen

Auch Funktionen mit mehreren Variablen kbnnen um einen Punkt linearisiert werden.

So erhalt man den Funktionswert  f (é?l, 52 : 5_3,...., ./Em) in der Nahe

des gegebenen Funktionswertes f (51, 52 : 53,...., c_‘?m) naherungsweise mit

(&, & e En) = T(ELE EpnennEn)

A (), A
Yl 68

(52 52) +oee

19.04.2012 Meisel 32
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Beispiel: Linearisierung einer
Funktion mit 2 Variablen

f(X,y)=Xx"+y*+2

bei x=1,y=1

Linearisierte Funktion :

e(x,y) = 2x + 2y

20.04.2012 Meisel
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3.2.4 Anwendung auf nichtlineare Ausgleichsprobleme
I Das nichtlineare Gleichungssystem
L +& =f(X, &) mit 1=123,....,n

wird um einen Schatzwert
der Parameter linearisiert :

Lra = (G Gdubndy) +

X (z 2\ . FED| (z_:
T 551 92. (1_51) + (952 A' (2_52)"' ......

g

A

Schatzwerte der gesuchten Parameter (gegeben)

Y

verbesserte Parameter (gesucht)

23.04.2012 Meisel 34
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oder in Matrixform und Aé — éi - & die sog. ,verkiirzten Unbekannten*

mit den Abktrzungen

f(%,8) = f

lineares Gleichungssystem !!!

of, of; of, |
o G G| ey (Lo PR GG ) (&)
L 2 S L= (%, &l | L | &
..... ) _ 2 21 S11*5m 4 2
05 05 o,
e . | lAg S
61:n 81:n afn \Ln_ f(zn’ él""fm)/ 8“/

|06, Og, 05 _
\ } | ‘

Unbekannten-

LOsungsvektor [
vektor

Jacobi-Matrix J

23.04.2012 Meisel 35
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3.2.5 L6sungsalgorithmus

I while A& > Fehlerschranke

Die Jacobimatrix J und den Ldsungsvektor [

mit den Schatzwerten (51 v oy Earennenn, : gm) aktualisieren.

Die "verklrzten Unbekannten" Ag mit dem linearisierten Glchgs.-Syst. berechnen

Mit den "verklrzten Unbekannten" und dem letzten Schatzwert die
,verbesserten Unbekannten” berechnen:

Die"verbesserten Unbekannten" als neuen Schatzwert nehmen.

endwhile
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UBUNG: Nichtlineare Ausgleichung

Gegeben ist die Funktion f (X) = a- e P

Weiter sind folgende Messwerte gegeben: (0.5, 1.1), (1.0, 0.4),

Die initialen Schatzwerte der Parameter sind: a, = 4, by=3
Die Parameter a und b sind durch Ausgleichung zu verbessern.

19.04.2012 Meisel
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% Iterieren bis Fehlergrenze unterschritten
~lwhile norm{DeltaXi) > le-4

% aktuelle Jacobimatrix J berechnen

Jg = [ expi(-b*xl), —a*xl*exp(-b*xl):
exp(-b*x2), -—-a*xid~expi(-b~xZ);
exp(-b*x3), -—-a*x3*exp(-b*x3); ]:

% aktuellen Losungsvektor 1 berechnen
1l =[] vl - a*exp(-b*xl)

yvZ2 — a*exp(-b*x2) :

yv3 - a*exp(-b*x3) ]

¥ Li=zen de=s Gleichungssystems
DeltaXi = linsolve(J, 1l):

% Aktuali=sierung der Parameter a und b
= a + DeltaXi(l):
b =Db + DeltaXi(Z):

Fu

—end
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Fortsetzung ... :

o=

20.04.2012

i

o %}

.3654
1335
.0178

. 3643
1327
0176

.3643
L1327
0176

Entwicklung von J , [ und Af Uber mehrere Iterationen

Lin. Algebra/Ausgleichsrechnung

.4463
.15981
.0188

. 4340
L4272

2063

.5028
3675
.0981

. 2498
.2005
1063

. 2483
.4007
1064

1

0.2073
0.200%9
0.0451

0.0843
0.0325
0.005%

0.0005
—-0.00035
0.001%

0.0002
—-0.0007
0.0018

Meisel

DeltaXi =
-2.2361
-1.5820

DeltaXi =

0.988
0.5955
DeltaXi =
0.2664
0.0064
DeltaXi =
1.0e-003
0.0674
-0.512%9
DeltaXi =
1.0e-005
-0.2801
-0.1560

Hochschule fiir Angewandte Wissenschaften Hambury
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Fortsetzung des Beispiels: Berechnung der Kreisbahn
Die nichtlinearen Fehlergleichungen lauten:

L+g = r’—(x—-x)—(y,-y,)" miti=123...,n

Mit den Ableitungen
of. of, of
L= 2:(% —X,) ——= 2:(Yi = Yn) —-= 2T
X, oy, " or
den Messwerten (s.0.) T of, of, of, |
und den Startwerten ox. oy or
i = 5.0 of, of, of, | [+10 -10 20]
Ym = 5.0 oX, Oy, or| | 0 -2 20
r =10 of, of, of,| |-10 -10 20
aXm aym or - Y = 20_
erhélt man die of, of, of,
Jacobimatrix A : ox, oy, or
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und der Losungsvektor :

Ii = Li_fi($1’$2’$3"""ém)

Lin. Algebra/Ausgleichsrechnung

LT [0=(r2 = (= %) 2 = (; = Yu)?)
|2 _ 0- rz_(Xz_xm)z_(yZ_ym)2
l, 0- r2_(X3_Xm)2_(y3_ym)2
Ll 10— (r" = (%, = %) = (¥a = Yu)?),

Hochschule fiir Angewandte Wissenschaften Hambury

[ —50 |
-99
—-50

-19.

Das zu ldsende Gleichungssystem lautet somit:

+10 10 20 o o |7

0 —2 20| (%72 | |9
~10 10 20 [\ In 7> 7| _50
0 -18 20 10

Daraus ergibt sich die verbesserte L6sung:

18.04.2012

Meisel

X =9,

m
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